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程式は N‐ ソリ トン解などの厳密解を持つことが知られており,ソリ トン解について様々な研究が
なされている.その内,広田の方法によって得られる KP 方程式の2‐ ソリトン解は,2本の線ソリ
トンがX字に交差する相互作用を示す [1]. Miles はこの形の KP 方程式の2‐ ソリ トン解は2本の
ソリトンのなす角を変化させた時にある領域で解が破綻し,その境界では  Y字型のソリ トン相互
作用 (ソリ トン共鳴) が起こることを発見した [2, 3]. 浅水波の Mach 反射はソリ トン共鳴によっ
て起こる現象であり,KP 方程式のソリトン共鳴を用いた理論解析がなされている [4−11]. KP 方
程式の発散しないソリトン解,つまり  \tau 関数が零点を持たないソリトン解のソリトン相互作用を
分類するという問題に対して,Chakravarty‐Kodama はKP 方程式のソリ トン解のロンスキアン
表示について  \llcorner I‐図形やネットワークなどを用いることでソリ トン解を置換と対応させ,ソリトン
相互作用の分類に成功した [12−15].
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はKP 方程式の拡張の1つである.この方程式は  v^{+}=v^{-}=0 とした時に KP 方程式に一致する
ため,KP 方程式の全ての解を厳密解として含んでいる.Isojima‐Willox‐Satsuma は広田の方法
によって結合型 KP 方程式のソリ トン解を求め,spider‐web 解と呼ばれる蜘蛛の巣状パターンの
ソリ トン相互作用の持つ解を発見した [18]. このspider‐web 解の発見の後,Biondini‐Kodama は
KP 方程式も蜘蛛の巣状のソリトン解を持つことを発見した [19]. Kodama‐Maruno は結合型 KP
方程式のソリ トン解のロンスキ型パフィアン表示に対して石]  [1 若山のパフィアンの和公式を適
用し,結合型 KP 方程式のソリトン相互作用の詳細な解析を行った [20]. しかし,KP 方程式のソ
リトン解が行列式で記述されるのに対して結合型 KP 方程式のソリトン解はパフィアンで記述さ
れるため  \tau 関数が零点を持たないソリ トン解のソリトン相互作用を分類することが難しく,数学
的道具の不足も相まってまだソリ トン相互作用の完全な分類には至っていない.
本論文では KP 方程式のソリ トン解のロンスキアン表示と置換との対応について簡単に説明し,
そこで現れるネットワークを用いた結合型 KP 方程式のソリ トン相互作用の分類手法を提案する.
2 KP 方程式のロンスキアン解とソリ トン相互作用
KP 方程式 (1) は従属変数変換  u=2(\log\tau)_{xx} によって双線形形式
 (D_{x}^{4}-4D_{x}D_{t}+3D_{y}^{2})\tau\cdot\tau=0 (3)
に変形される.ここで  D_{x},  D_{y},  D_{t} は広田の  D 演算子
 D_{x}^{l}D_{y}^{m}D_{t}^{n}f(x, y, t)\cdot g(x, y, t)
 = \frac{\partial^{1}}{\partial x^{l}}\frac{\partial^{m}}{\partial y^{m}}
\frac{\partial^{n}}{\partial t^{n}}f(x+x', y+y', t+t')g(x-x', y-y', t-t')|_{y'=
0}x'=0t'=0
である.ここで,  \tauarrow e^{ax+by+ct+d_{T}} というゲージ変換を考えると,双線形形式 (3) は
 (D_{x}^{4}-4D_{x}D_{t}+3D_{y}^{2})(e^{ax+by+ct+d}\tau)\cdot(e^{ax+by+ct+d}\tau)
 =e^{2ax+2by+2ct+2d}(D_{x}^{4}-4D_{x}D_{t}+3D_{y}^{2})\tau\cdot\tau
と変形されるので,  \tau が双線形形式 (3) の解であれば  e^{ax+by+ct+d_{T}} もまた双線形形式 (3) の解にな
る.この時,




なので元の従属変数  u は変化しない.以降,2つの関数  f,  g が  f(x, y, t)=e^{ax+by+ct+d}g(x, y, t)
という関係にあることを  farrow-g と表す.双線形形式 (3) はロンスキアン解
 \tau=|\begin{array}{llll}
f_{1}   f_{1}^{(1)}   \cdots   f_{1}^{(N-1)}
\vdots   \vdots   \ddots   \vdots
 f_{N}   f_{N}^{(1)}   \cdots   f_{N}^{(N-1)}
\end{array}|,
  \frac{\partial f_{i}}{\partial y}=\frac{\partial^{2}f_{i}}{\partial x^{2}}, 
\frac{\partial f_{i}}{\partial t}=\frac{\partial^{3}f_{i}}{\partial x^{3}} (4)
を持つ.特に分散関係式 (4) を満たす  f_{i} として
 f_{i}= \sum_{j=1}^{M}a_{ij}e^{\theta_{j}} , \theta_{j}=k_{j}x+k_{j}^{2}y+k_{j}^
{3}t
を考えると  \tau 関数は
 \tau=|  (\begin{array}{ll}
a_{11}   a_{1M}
\vdots   \vdots
 a_{N1}   a_{NM}
\end{array})(\begin{array}{ll}
e^{\theta_{1}}   k_{1}^{N-1}e^{\theta_{1}}
   \vdots
 e^{\theta_{M}}   k_{M}^{N-1}e^{\theta_{M}}
\end{array})  |
 = : IÂEI
と表され,これは KP 方程式 (1) のソリトン解になる.この時,  \tau 関数は Cauchy‐Binet の公式に
よって
 \tau=|  (\begin{array}{ll}
a_{1,1}   a_{1,M}
\vdots   \vdots
 a_{N,1}   a_{N,M}
\end{array})(\begin{array}{ll}
e^{\theta_{1}}   k_{1}^{N-l}e^{\theta_{1}}
\vdots   \vdots
 e^{\theta_{M}}   k_{M}^{N-1}e^{\theta_{M}}
\end{array})  |





を課すと   \prod_{1\leq m<n\leq N}(k_{j_{n}}-k_{j_{m}})>0 なので,Â行列の全ての  N次小行列式が非負であれば  \tau 関
数は零点を持たない.つまり,次の2条件を満たす Â行列を分類することで KP 方程式のソリ ト
ン相互作用が分類できる.
. Â行列の  N次小行列式が全て非負である.このことをtotally non‐negative (TNN) とよぶ.
. Â行列を行基本変形で階段行列にした時,全ての行のピボット以外の成分および全ての列に
非零の成分が存在する.このことをirreducible とよぶ.
ここで1つ目の条件は先程の議論から  \tau 関数が零点を持たない,つまりもとの従属変数  u が特異
点を持つような非物理的な解でないことに対応し,2つ目の条件はゲージ変換を含めて本質的に指
数関数が  M個全て残ることに対応している.この2条件を満たす Â行列に対応するソリトン解は
Gr  (N, M) の解と呼ばれる.
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公式1 (Cauchy‐Binet の公式).  N\cross M 行列  A と  M\cross N 行列  B(M>N) について
 |AB|= \sum_{1\leq j_{1}<\cdots<j_{N}\leq M}|A_{\{j\^{I},\ldots,j_{N}\}}
||B^{\{j_{1},\ldots,j_{N}\}}|
が成り立つ.ここで,添え字集合は添え字を小さい順に並べたものと同一視し,  A_{\{j_{1},\ldots,j_{N}\}} と
 B^{\{j_{1},\ldots,j_{N}\}} はそれぞれ  A行列と  B 行列から対応する列と行を抜き出したものを表す.
KP 方程式の Â行列の分類は完全置換 (完全順列) と対応することが知られている.以下では
完全置換から対応する Â行列を得る方法を説明する.そのために  \llcorner I‐図形を導入する.
定義1 ( (irreducible な)  \llcorner I‐図形).Young 図形の箱に以下のルールに従って  Oを配置したも
のを」‐図形という:
.  Oが入った箱より上の箱は全て  O , または左の箱は全て  Oである.
.  Oだけの行や列は存在しない.
例1 (  \llcorner I‐図形).
図1:  \llcorner I‐図形の例 図2: 」‐図形でない例 図3: 」‐図形でない例
」‐図形から次の手順で完全置換が得られる :
1. 」‐図形の右 下枠に右上から順に数字を振る.
2. 各箱を次のように読み替え,線に従って左 上枠に数字を振る :
 i  j
 j\sim\backslash  1ゝ  i  iO_{1}^{1}-i
 j  j
3. 右 下枠の数字  i に向かい合う左 上枠の数字が  \pi(i) となる完全置換  \pi が得られる.
例2 (  \llcorner I‐図形から完全置換).
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 2 4 1
1
3 1
 arrow 6  arrow  \pi=(\begin{array}{llllll}
1   2   3   4   5   6






 \llcorner I‐図形から Â行列を構成する方法を説明する.そのために次のような  M次正方行列を考える :
 \phi_{i}  (\begin{array}{ll}
a   b
c   d
\end{array})=  (\begin{array}{lllll}
1\ddots            
   a   b      
   c   d      
         \ddots   
            1
\end{array})
この行列は  M 次単位行列の第  (M-i, M-i) ,  (M-i, M-i+1) ,  (M-i+1, M-i) ,  (M-
 i+1,  M-i+1) 成分をそれぞれ  a,  b,  c,  d\ovalbox{\tt\small REJECT}こ置き換えたものである.この行列によって次の3
つの行列を定め,ネットワークと対応させる :
 x_{i}(p)=\phi_{i}  (\begin{array}{ll}
1   p
0   1
\end{array})  rightarrow  i+1i\overline{\perp p}i+1i ,
 y_{i}(p)=\phi_{i}  (\begin{array}{ll}
1   0
p   1
\end{array})  \ovalbox{\tt\small REJECT}  i+1i\overline{\perp p}ii+1 ,
 s_{i}=\phi_{i}  (\begin{array}{ll}
0   -1
1   0
\end{array})  \ovalbox{\tt\small REJECT}  i+  +1
これらを用いて次の手順で  \llcorner I‐図形からネットワークが構成できる.
1.  arrow s_{i},  arrow y_{i}(p_{j}) と置き換える.この時,添え字  i は一番右上は1, 右または上に箱
がある場合はその添え字  +1 とする.
2. 1番下の行から,同じ行の中では1番右から順に対応するネットワークを左詰めで並べて
い  \langle.




側の添え字  i から右側の添え字  j への全ての経路の重みの和 (経路が存在しない場合は  0 ) を第
 (M-i+1, M-j+1) 成分とする  M 次正方行列  A について,
 \^{A}=\tilde{P}_{N}(A_{\{1,2,\ldots,N\}})^{T}\tilde{P}_{M},
 \tilde{P}_{n}=(\delta_{i,n+1-j})_{1\leq i,j\leq n}=  (\begin{array}{lllll}
0   0   \cdots   0   1
0   0   \cdots   1   0
\vdots   \vdots   \cdot   \vdots   \vdots
 0   1   \cdots   0   0
1   0   \cdots   0   0
\end{array})
が対応する係数行列 Âである.各パラメータ恥が正の時,得られる Â行列はirreducible かつ TNN
になる [21].
例4 (ネットワークから Â行列).
 arrow  (\begin{array}{llllll}
0   -1   0   0   0   0
1   0   0   0   0   0
p_{1}   0   0   0   1   0
0   p_{2}   1   0   0   0
0   0   p_{4}   1   0   0
0   0   p_{3}p_{4}   p_{3}   0   1
\end{array})arrow(\begin{array}{llllll}
p_{3}p_{4}   p_{4}   1   0   0   0
0   0   p_{2}   0   0   -1
0   0   0   p_{1}   1   0
\end{array})
が得られ,  \tau=|ÂEI に対応するソリトングラフは図4のようになる.
図4:  Gr(3,6) のソリ トンの例
例5 (完全置換の分類と Â行列).  \pi(l)>l となる要素の数が2個である4次の完全置換と対応す
るÂ行列は次の7種類である.
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表1:  Gr(2,4) に対応する完全置換の分類
3 結合型 KP 方程式のロンスキ型パフィアン解とソリ トン相互作用













 \tau^{(n)}=(1,2, \ldots, 2n) ,






e^{\theta_{M}}   e^{\theta_{M-1}}   \cdots   e^{\theta_{1}}
k_{M}e^{\theta_{M}}   k_{M-1}e^{\theta_{M-1}}   \cdots   k_{1}e^{\theta_{1}}
\vdots   \vdots   \ddots   \vdots




を選ぶとこれはソリトン解になる.ただし,  B は  M次反対称行列である.この時,  \tau 関数は石川
若山のパフィアンの和公式によって
 \tau^{(n)}=Pf[\mathcal{E}_{n}B\mathcal{E}_{n}^{T}]











 \tau^{(1)}=Pf[  (\begin{array}{llll}
e^{\theta_{4}}   e^{\theta_{3}}   e^{\theta_{2}}   e^{\theta_{1}}
k_{4}e^{\theta_{4}}   k_{3}e^{\theta_{3}}   k_{2}e^{\theta_{2}}   k_{1}
e^{\theta_{1}}
\end{array})(\begin{array}{llll}
0   0   1   3
0   0   2   6
-1   -2   0   0
-3   -6   0   0
\end{array})(\begin{array}{ll}
e^{\theta_{4}}   k_{4}e^{\theta_{4}}
e^{\theta_{3}}   k_{3}e^{\theta_{3}}
e^{\theta_{2}}   k_{2}e^{\theta_{2}}
e^{\theta_{1}}   k_{1}e^{\theta_{1}}
\end{array})]
 =Pf[  (\begin{array}{ll}
0   1
-1   0
\end{array})]\det[  (\begin{array}{ll}
e^{\theta_{4}}   e^{\theta_{2}}
k_{4}e^{\theta_{4}}   k_{2}e^{\theta_{2}}
\end{array})]+Pf[  (\begin{array}{ll}
0   3
-3   0
\end{array})]\det[  (\begin{array}{ll}
e^{\theta_{4}}   e^{\theta_{1}}
k_{4}e^{\theta_{4}}   k_{1}e^{\theta_{1}}
\end{array})]
 +Pf[  (\begin{array}{ll}
0   2
-2   0
\end{array})]\det[  (\begin{array}{ll}
e^{\theta_{3}}   e^{\theta_{2}}
k_{3}e^{\theta_{3}}   k_{3}e^{\theta_{2}}
\end{array})]+Pf[  (\begin{array}{ll}
0   6
-6   0
\end{array})]\det[  (\begin{array}{ll}
e^{\theta_{3}}   e^{\theta_{1}}






を課すと  H_{1\leq\mu<\nu\leq 2n}(k_{i_{M-\nu+1}}-k_{i_{M-\mu+1}}) は全て同符号になるので,  B 行列の全ての  2n 次主小行
列のパフィアンが非負であれば  \tau 関数は零点を持たない.つまり,そのような条件を満たす  B 行
列を分類することで結合型 KP 方程式のソリトン相互作用が分類できる.
定義2 (パフィアン).パフィアンは  (i, j)=-(j, i) を用いて次のように定義される :
 (1, 2,  \ldots, 2N)=\sum_{i=2}^{2N}(-1)^{i}(1, i)(2, \ldots, i-1, i+1, \ldots, 
2N) .
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特に  (i, j)=a勾の時,  2N 次反対称行列  A=(a_{i,j})_{1\leq i,j\leq 2N} に対して
Pf  [A]:=(1,2, \ldots, 2N)
と定め,これを Pf  [A] と表記する.
例7 (反対称行列のパフィアン).
Pf  [  (\begin{array}{ll}
0   a_{1,2}
-a_{1,2}   0
\end{array})]=a_{1,2},
Pf  [  (\begin{array}{llll}
0   a_{1,2}   a_{1,3}   a_{1,4}
-a_{1,2}   0   a_{2,3}   a_{2,4}
-a_{1,3}   -a_{2,3}   0   a_{3,4}
-a_{1,4}   -a_{2,4}   -a_{3,4}   0
\end{array})]=a_{1,2}a_{3,4}-a_{1,3}a_{2,4}+a_{1,4}a_{2,3}
公式2 (石川 若山のパフィアンの和公式).  2n\cross m 行列  A(m\geq 2n) と  m 次反対称行列  B
に対して
Pf  [ABA^{T}]= \sum_{1\leq i_{1}<\cdots<i_{2n}\leq m} Pf  [B_{\{i_{1},\ldots,i_{2n}\}}^{\{i_{1},\ldots,i_{2n}\}}]\det[A_{\{i_{1},\ldots,
i_{2n}\}}]
が成り立つ.
 B行列を分類するために,KP 方程式のソリ トン相互作用の分類理論で現れた  x_{i}(Pj) ,  y_{i}(Pj) ,  s_{i}
を用いて
 A^{-1}B(A^{-1})^{T}=J\Leftrightarrow B=AJA^{T},
 A= “適当な  x_{i}(p_{j}) ,  y_{i}(p_{j}) ,  s_{i} の積”,
 J= (\begin{array}{llll}
-q_{1}0q_{1}0      O   
         
O      -q_{l}0q_{l}0   
   O      o
\end{array}) ,
rankJ  =2l,
  \det B=\prod_{\mu=1}^{l}q_{\mu}^{2}
と変形する操作 (標準化) を提案する.  B 行列を標準化してから石川 若山のパフィアンの和公
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式を適用して  \tau 関数を展開することを考える.例えば例6の場合,  B 行列は
 B=(\begin{array}{llll}
0   0   1   3
0   0   2   6
-1   -2   0   0
-3   -6   0   0
\end{array})  =y_{3}(2)y_{1}(3)s_{2}  (\begin{array}{llll}
0   1   0   0
-1   0   0   0
0   0   0   0
0   0   0   0
\end{array})  (y_{3}(2)y_{1}(3)s_{2})^{T}
 =(\begin{array}{llll}
1   0   0   0
2   0   -1   0
0   1   0   0
0   3   0   1
\end{array})(\begin{array}{llll}
0   1   0   0
-1   0   0   0
0   0   0   0
0   0   0   0
\end{array})(\begin{array}{llll}
1   0   0   0
2   0   -1   0
0   1   0   0
0   3   0   1
\end{array}) T
 =:AJA^{T}




 =Pf[  (\begin{array}{ll}
0   1
-1   0
\end{array})]\det[\{  (\begin{array}{llll}
e^{\theta_{4}}   e^{\theta_{3}}   e^{\theta_{2}}   e^{\theta_{1}}
k_{4}e^{\theta_{4}}   k_{3}e^{\theta_{3}}   k_{2}e^{\theta_{2}}   k_{1}
e^{\theta_{1}}
\end{array})(\begin{array}{llll}
1   0   0   0
2   0   -1   0
0   1   0   0
0   3   0   1
\end{array})\}_{\{1,2\}}]
 =\det[  (\begin{array}{llll}
e^{\theta_{4}}   e^{\theta_{3}}   e^{\theta_{2}}   e^{\theta_{1}}
k_{4}e^{\theta_{4}}   k_{3}e^{\theta_{3}}   k_{2}e^{\theta_{2}}   k_{1}
e^{\theta_{1}}
\end{array})(\begin{array}{ll}
1   0
2   0
0   1
0   3
\end{array})]
 =\det[  (\begin{array}{llll}
3   1   0   0
0   0   2   1
\end{array})(\begin{array}{ll}
e^{\theta_{1}}   k_{1}e^{\theta_{1}}
e^{\theta_{2}}   k_{2}e^{\theta_{2}}
e^{\theta_{3}}   k_{3}e^{\theta_{3}}
e^{\theta_{4}}   k_{4}e^{\theta_{4}}
\end{array})]












主結果1 (結合型 KP 方程式のソリトン解の分類).  \tau^{(n)}= Pf  [\mathcal{E}_{n}B\mathcal{E}_{n}^{T}] の  B 行列を標準化した
時,  J 行列の  2\cross 2 反対称小行列ブロックの個数  l によって次のように解を大別できる.
. 結合型 KP 方程式特有の解  (l>n)
 \bullet KP 方程式の解  (l=n)
. 自明解  \tau^{(n)}=0(l<n)
特に結合型 KP 方程式の解が KP 方程式の解にもなっている時,適切に標準化を行うことで
標準化の定めるネットワークがKP 方程式のソリ トン相互作用の分類理論で現れるネット
ワークと完全に一致する.
証明.  B 行列の標準化に用いた
 A=(\begin{array}{lll}
a_{1,1}   \cdots   a_{1,M}
\vdots   \ddots   \vdots
 a_{M,1}   \cdots   a_{M,M}
\end{array})
に対して
Â  :=\tilde{P}_{2n}(A_{\{1,2,\ldots,2n\}})^{T}\tilde{P}_{M}=  (\begin{array}{lll}
a_{M,2n}   \cdots   a_{1,2n}
\vdots   \ddots   \vdots





 = \sum_{1\leq i_{1}<\cdots<i_{2n}\leq M}\det((\mathcal{E}_{n}A)_{\{i_{1},







 =\det (ÂE)  (E=\tilde{P}_{M}(\mathcal{E}_{n})^{T})
としてロンスキアン表示できる.□
結合型 KP 方程式特有のソリトン解としては以下のようなものが存在する.
例8 (波数  k の値によって向きの変わる  Y 字の解). 係数行列を
 B=(\begin{array}{llll}
0   1   0   0
-1   0   0   1
0   0   0   1





について波数  k_{1}=-1,  k2=-0.5,  k_{3}=0.8,  k_{4}=1 に対応するソリ トングラフは図  6a のような  Y
字の解になり,波数  k_{1}=-1,  k_{2}=-0.5,  k_{3}=0.2,  k_{4}=1 に対応するソリ トングラフは図  6b のよ
うな  Y字の解になる.KP 方程式のソリトン解は係数行列  A を決定してしまえば波数  k の値を変
化させても  y が十分大きい領域や小さい領域で現れる漸近ソリトンの本数は変化しないが,この
ソリトン解は同じ係数行列  B でも波数  k の値によって  y が十分大きい領域や小さい領域で現れる
漸近ソリトンの本数が変化する例になっている.
(b) 上に1本の  Y 字
(a) 上に2本の  Y 字
図6: 波数  k の値によって向きの変わる  Y 字の解




0   1   b   1
-1   0   1   0
-b   -1   0   1






のソリ トングラフを考える.この解は  t が十分小さい時は  \tau 関数の第2項は波形にほとんど寄与
せず,  b の値を変化させても図  7a,  8a,  9a のようにほぼ同じ波形を示す.特に  B 行列の2次主小
行列のパフィアンとして負のものが現れる  b=-1 の場合でも  t=-100 では発散する領域を持た
ない.このソリトン解の時間発展は,  b=0 の時は図7のように時刻によらずX字になり,  b=1




る場合がある.特に結合型 KP 方程式のソリ トン解で負の  2n次主小行列のパフィアンを持つ  B
行列を与えることで初期に発散していなかった解が有限時刻で発散する解が得られ,このような
振る舞いはKP 方程式では現れない.
(  a)  t=-100 (  b )  t=150
図7:  X 字の解
(  a)  t=-100 (b)  t=100
図8: 途中から穴があく解
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(  a)  t=-100 (  b )  t=100
図9: 途中から発散する解
4 まとめと今後の課題
本論文ではネットワークを用いた結合型 KP 方程式ソリ トン解の分類手法を提案し,結合型
KP 方程式のソリトン相互作用について調べた.具体的には,結合型 KP 方程式のソリ トン解の
ロンスキ型パフィアン表示について反対称行列の標準化という操作を考えることによって,その
解が結合型 KP 方程式特有のものなのか,あるいはKP 方程式の解にもなっているかの判定が与
えられた.特に結合型 KP 方程式のソリ トン解が KP 方程式の解にもなっている場合,ロンスキ
型パフィアン解のロンスキアン表示が得られ,ネットワークまで含めて KP ソリ トン相互作用の
分類理論と一致することがわかった.またこのことから,KP ソリ トン相互作用の分類理論にお
けるネットワークは結合型 KP 方程式においては反対称パラメータ行列の標準化の手順を示すこ
とがわかった.しかし,結合型 KP 方程式特有のソリ トン解の中には例8や例9のような解が存
在し,結合型 KP 方程式のソリ トン相互作用の分類を困難にしている.このような解の振る舞い
をより詳細に解析することが今後の課題である.
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